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2x +1 0 2x +1 x+2 x+1 2 2x 2x + 2 X 1
2x + 2 0 2x + 2 x+1 2x +1 x 2 x4+ 2 1 2x
Tabulka nasobeni VZ3[X]/[x2+x+2]
. 0 1 2 x+2 X 2x +1 2x +2 2x
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 X+ 2 x x+1 2x +1 2x + 2 2x
2 0 2 1 2x +1 2x 2x +2 x+2 x+1 X
x+2 0 x+2 2x +1 2 x+1 2x 1 X 2x +2
X 0 x 2x 2x + 1 1 2x + 2 2 x4+ 2
x+1 0 x+1 2x +2 2x 1 x+2 X 2x +1 2
2x+ 1 0 2x +1 xX+2 1 2x +2 x 2 2x x+1
2x + 2 0 2x + 2 x+1 x 2 2x+1 2x x+ 2 1
2x 0 2x x 2x + 2 x+2 2 x+1 1 2x +1
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Isomorfismem f : Z3[x]/[241) = Z3[x]/[x24x+2] J& zobrazeni
splfiujici pro kazdé a, b € Z3[x]/[241] vztahy:

fla+b) = f(a)+1(b)




Isomorfismem f : Z3[x]/[241) = Z3[x]/[x24x+2] J& zobrazeni
splfiujici pro kazdé a, b € Z3[x]/[241] vztahy:

fla+b) = f(a)+1(b)

f(a-b) = f(a)-f(b)




Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:
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Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0 —
1 —

0
1




Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0O — 0
1 — 1
2 = 2




Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0O — 0
1 — 1
2 = 2
X — x+2




Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0
1
2
X
1

L1l
X X N = O
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0O — 0

1 — 1

2 = 2

X — x4+2
x+1 — x
x+2 — x+1

2x  — 2x+1




Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0O — 0

1 — 1

2 — 2

X — x4+2
x+1 — x
x+2 — x+1

2x — 2x+1
2x4+1 — 2x42




Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0O — 0

1 — 1

2 — 2

X — x4+2
x+1 — x
x+2 — x+1

2x — 2x+1
2x+1 — 2x+2
2x+2 — 2x



Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0 —- 0

1 - 1

2 = 2

X — x4+2
x+1 — x
xX+2 — x+1

2x = 2x+1
2x4+1 — 2x42
2x+2 — 2x

Neni vsak jedinym isomorfismem téchto téles!
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0O — 0 0 — 0
1 — 1
2 — 2
X — x4+2
x+1 — x
x+2 — x+1
2x — 2x+1
2x+1 — 2x+2
2x+2 — 2x
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N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0 0 — 0
1 1 = 1
2
X

+ 2
X
x+1
2x +1
2x 42
2x
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N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0
1
2
x+2
X

x+1
2x +1

2x + 2
2x

N = O
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0O — 0 0O — 0
1 — 1 1 - 1
2 — 2 2 — 2
X — x4+2 x — 2x+1
x+1 — x
x+2 — x+1
2x — 2x+1
2x+1 — 2x+42
2x+2 — 2x
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0O — 0 0O — 0

1 — 1 1 — 1

2 = 2 2 = 2

X — x+2 x — 2x+1
x+1 — x x+1 — 2x+2
x+2 — x+1

2x = 2x+1
2x+1 — 2x+42
2x +2 — 2x



Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

0O — 0 0O — 0
1 — 1 1 - 1
2 — 2 2 — 2
X — x4+2 x — 2x+1
x+1 — x x+1 — 2x+2
x+2 — x+1 X+2 — 2x
2x — 2x+1
2x+1 — 2x+42
2x+2 — 2x
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N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0
1
2
x+2
X

x+1
2x +1

2x + 2
2x

N = O
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1
2
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2x + 2
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Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0 0
1 1
2 2
X+ 2 X
X x—+1
x+1 X+ 2
2x+1 2x
2x 4+ 2 2x+1
2x

A AN

0
1
2
2x +1
2x + 2
2x
X+ 2



Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0
1
2
x+2
X

x+1
2x +1

2x + 2
2x

N = O

S A A A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

N = O

2x +1
2x + 2
2x

X+ 2

x+1



Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0
1
2
x+2
X

x+1
2x +1

2x + 2
2x

isomorfismem téchto té&les!

N = O

x+1
X+2

2x
2x+1
2x + 2

— 0
— 1
— 2
— 2x+1
— 2x+2
—  2x
- x4+2
— X
- x+1
Je také



Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0
1
2
x+2
X

x+1
2x +1

2x + 2
2x

N = O

S A A A A A

x+1
X+2

2x
2x+1
2x + 2

Jiny neexistuje!

N = O

2x +1
2x +2
2x

X+ 2

X

x+1



Isomorfismem f : Z3[x]/[x241] > Z3[X]/[x21x42] J& zobrazeni:

N = O

A

x—+1
x+2

2x
2x +1
2x + 2

0
1
2
x+2
X

x+1
2x +1

2x + 2
2x

N = O

S A A A A A

x+1
X+2

2x
2x+1
2x + 2

Prog?!

N = O

2x +1
2x +2
2x

X+ 2

X

x+1
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Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Existuji konecna telesa?

Ano, napriklad (Zp, +, ).
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Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Kolik prvkii mohou mit konecna télesa?

Kazdé konecné téleso ma p” prvki, kde p je prvocislo a n je
pfirozené Cislo.
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Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Existuje konecné téleso o p” prvcich pro kazdé prvocislo
p a prirozené Cislo n?

Ano. Pro kazdé n € N, n > 1 a pro kazdé prvocislo p existuje
ireducibilni polynom p(x) € Zp[x], ktery je stupné n. Jsme
tedy schopni zkonstruovat téleso GF(p") = Zp[x]/p(x). Jde o
téleso zbytkid po déleni polynomem p(x).
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Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Proc by meél byt polynom p(x) pouzity pri konstrukci
konecného télesa ireducibilni?

V opaéném pripadé by vznikla struktura nebyla télesem.
Jednoduchy péiklad. Pokud bychom se snazili sestrojit GF(22)
pomoci polynomu

p(x) =x>—1=(x—1)(x+1) € Zy,

Doslo by k tomu, ze

(x=1)+[p(x)]) - ((x+1)+[p(x)]) = ((x =1)(x+1) + [p(x)])
#0=0+[p|€Za[x]/[p(x)) 7#0=0+[pPIE€Z2[x]/[p(x) =0=0+[p|€Z2[X]/[p(x)]

A k tomu v télese nesmi dojit! V télese neexistuji netrivialni
délitelé nuly!
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vice. Dostanu pro riazné ireducibilni polynomy pri
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Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Ireducibilnich polynomi stupné n nad Z,[x] maze byt
vice. Dostanu pro riazné ireducibilni polynomy pri
konstrukci konecného telesa riizna konecna telesa?

Ano, i ne. Prvky téchto téles jsou stejné, tabulky scitani take,
tabulky nasobeni se v3ak lisi. Nicméné tato télesa jsou
izomorfni. To znamena, ze pfi vhodném ,,pfejmenovani -
oznaceni” prvkil téles bychom obdrzeli stejné tabulky nasobeni.



Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi




Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Je mozné zkonstruovat konecné teleso i jinym, nez vyse
uvedenym zpiisobem? Mohou byti prvky télesa i néco
jiného nez zbytkové tridy modulo polynom?




Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Je mozné zkonstruovat konecné teleso i jinym, nez vyse
uvedenym zpiisobem? Mohou byti prvky télesa i néco
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Ale jisté, na mnoziné prasatek {Norbert, Jenik, Dusan}
definujme séitani a nasobeni nasledovné:




Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Je mozné zkonstruovat konecné teleso i jinym, nez vyse
uvedenym zpiisobem? Mohou byti prvky télesa i néco
jiného nez zbytkové tridy modulo polynom?

Ale jisté, na mnoziné prasatek {Norbert, Jenik, Dusan}
definujme séitani a nasobeni nasledovné:

O« 2+

N D :
N D N
J N
D J

Z|O| |«
=Zlzlzz
Ol |z«
|0 20




Shrnuti - Zakladni otazky a odpovédi

» Je mozné zkonstruovat konecné teleso i jinym, nez vyse
uvedenym zpiisobem? Mohou byti prvky télesa i néco
jiného nez zbytkové tridy modulo polynom?

Ale jisté, na mnoziné prasatek {Norbert, Jenik, Dusan}
definujme séitani a nasobeni nasledovné:

+|N| J|D - |N|J|D
N|[N|J|D N[ N|N|N
J|1J|D|N JIN|J|D
D|D|N|J D/ N|DjJ

Toto téleso je vsak izomorfni s Z3. Obecné, libovolné kone¢né
téleso je izomorfni s n&jakym télesem (Zp[x]/[p(x)s +°)-



